
Flujos lento y rápido de un medio
granulado: la influeneia de la

gravedad y la friceión

abraham Medina, Aurelio Tamez y Carlos Sandoval*

Slow and Rapid FIows oía GranularMedia:
che Induence ofche Gravity and che Fricción

AbsCract. Jn chis cvork ttvpresent a rtñov ontbe main

aspects ofthegranularmedia mthÍH a box. We sliidy tbe
sh'^'anárapiágranularJhm ¿n Ais system iindergravi^
andexíernaiforres. The rok ofthe gravi^ andfríctional

forres areemphasi^d as a mechanism to control the
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I, Aspectos generales

La arena, los suelos, los polvos medicinales, in-
dusti'iales y alimenticios y los gi-anos agi'ícolas,
entre otros, son un conjunto de materiales cono

cidos como medios granulados. Para dar una idea
de su importancia en nuestra vida cotidiana, es
conveniente decir que en la industria química es

tos materiales representan, en términos de su pe
so, aproximadamente 50% de los productos ter
minados y 75% del material en bruto [1,2, 3]. Sin
embargo, a pesar de su abundancia, el comporta
miento de los medios granulados es aún poco
entendido [1, 4, 5, 6, 7, 8]. Para resaltar sólo una
de las dificultades que ello origina, podemos
mencionar que, según cálculos recientes, se esti
man desperdicios de hasta 40% en la capacidad
de muchas plantas industriales debido a proble
mas relacionados con el transporte de dichos ma
teriales [2, 3]. Es lógico insistir que la compren
sión del comportamiento de ios medios granula
dos puede representar sustanciales ahorros y me
joras en los proceses de manejo, transporte y
control de calidad de estos materiales.

Desde el punto de vista de su composición

(microestructura), los medios granulados son
agregados de gnutos rígdos que inceraccionan
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principalmente por contacto (fricción y colisiones
inelásticas enue ellos), los cuales se encuentran in
mersos en un fluido intersticial que generalmente

es aire o agua. No obstante, si la densidad de los
gi'anos constituyentes del medio granulado es
mucho mayor que. la del fluido intersticial o el
material está muyempaquetado, entonces las inte
racciones por contacto dominan a los esfuerzos
viscosos y a las interacciones fluido-partícula.
Esto significa que la presencia del fluido intersti
cial puede ser despreciada. Además, el tamaño ca
racterístico de los granos individuales en un me
dio gi'anulado puede variar desde unas cuantas

décimas de micrómetros, en el caso de los polvos
ultrafinos, hasta algunos centímetros, en el caso
de sólidos fracturados [I].

Esta aparente simplicidad en la estructura
(tamaño y forma) y en la interacción entre granos
(interacción tipo esferas duras inelásticas), con
trasta enormemente con la presencia de cúmulos
atómicos o moleculares en los líquidos o en
los sólidos, debido a que a menudo estos cúmulos
dan origen a complejos potenciales de interacción,

lo cual dificulta el cálculo de sus propiedades ma
croscópicas.
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Aún con estas ventajas el estudio teórico de los
medios granulados a partir de la interacción entre
granos (descripción micromecnnica), es actual
mente muy liniifado [9, 10, 11] y carece de los
alctuices de las teorías microscópicas (estadísticas
y cinéticas) de los líquidos y los sólidos. En las si
guientes secciones se verá que los principales res
ponsables de esto son la acción de la gravedad, la
inhomogeneidad en el material granular causada
por la existencia simultánea de zonas de alta y
baja concentración de granos, las colisiones ine-
lásticas entregranos, y la fricción.

Por otro lado, en la aproximación del continuo,
esto es, cuando la interacción entre granos indivi
duales en principio no requiere considerarse, la
dinámica granular puede describirse al analizar
elementos de volumen que contienen un gran
número de granos. No obstante, esta aproxima
ción solamente es útil para describir correcta
mente muy pocos fenómenos, puesto que a me
nudo se requiere obtener información a nivel de
granos individuales.

Los fenómenos colectivos más importantes en
un medio granulado son la dilatancia, la segrega
ción y el arqueo. La dilatancia [12, 13] tiene que
ver con los diferentes acomodos espaciales
(empaquetamientos) que pueden adoptar los gra
nos, yasea en el caso estático o bajo movimiento.
Debido a esto, en un medio granulado común
mente ocurre que el material se dilata al aplicarle
una flierza compresiva, contrariamente a lo que
ocurre con un líquido. Lo anterior es debido a
que la fuerza aplicada sobre el material induce un
desplazamiento relativo entre los granos que in
crementa el espacio entre ellos.

La segregación granular consiste en la separa
ción espacial del material en zonas o cúmulos de
distinto tamaño de grano y,en última instancia, es
debida a la existencia de movimiento relativo en

tre losgranos [14], causado por vibración vertical
o por rotación horizontal [15]. En el caso de sis
temas en loscuales la segregación es inducida por
vibración vertical, se sabe que éstaes íuertemente
dependiente del tamaño relativo entre gninos, de
la aceleración de la vibración y por la fricción en
tre los granos y las paredes del recipiente. Re
cientemente se ha descubierto [16,17] que, en re

cipientes con paredes verticales paralelas al vector
aceleración de la gravedad (bins), la segregación
granular es generada porel movimiento convecti
vo durante el cual los granos cerca de las paredes
r-an hacia abajo y en el centro ascienden (convec
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ción descendente), mientras que. el movimiento
contrario (convección ascendente) ocurre en sis
temas vibrados verticalmente pero con paredes
inclinadas (lioppers). Este movimiento convectivo
se produce por la fricción entre las paredes de los
recipientes y los granos y ocurre aun en sistemas
monodispersos. Un fenómeno llamado descom-
pactación (aumento excesivo en la separación
media entre granos), el cual también es inducido
por vibración vertical, aparece igualmente por e-
fécto de la fricción entre los granosyla pared [18].

El arqueo es un fenómeno fuertemente relacio
nado con el empaquetamiento de gpinos confina
dos en recipientes relativamente altos. Éste es ori
ginado por los azarosos conractos entre granos,
los cuales forman cadenas de fuerza que distribu
yen la mayor parte del peso del material granular
sobre las paredes de los recipientes. A fin de
cuentsis, esto provoca que la magiitud de la pre
sión muy cerca del fondo de los recipientes sea
independiente de la altura de llenado [12,13]. La
dilatancia y el arqueo pueden ucumr inclusive en
materiales monodispersos, es decir, compuestos
de gnuios de igual tamaño. Sin embargj, la segre
gación en si misma no se da en medios granula
dos con estas características.

Una propiedad peculiar de los medios granula
dos es la fricción estática, la cual caracteriza al

material y puede ser modelada tanto a escala de
granos individuales como a escala del continuo
[19,20, 21]. En ambos niveles, la fricción estática
está gobernada por la Leyde Coulomb [19], la cu
al es^ablecc que el movimiento relativo entre gra
nos individujües o entre elementos de volunaen

ocurrirá sólo si se excede un valor límite, que

es proporcional a la fuerza normal entre estos.
El rol que juega esta cantidad junto con la
aceleración de la gravedad en el movimiento y
la deformación del material granular, sení el
tema principal de este trabajo, en el que se
destacarán los resultados experimentales que
resaltan su importancia.

II. Flujo granular

Tal como sucede en un fluido, un mediogranula
do puede deformarse bajo la acción de fuerzas
extemas. Desde este punto de vista, un fluido
newtoniano se distingue de un medio granulado,
puesto que el primero no soporta ninguna fuerza
superficial tangencial y, por tanto, cualquier fuer
za tangencial aplicada sobre el material prrjvocará
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un flujo cortante que, según la magiitud y fre
cuencia de dicha fiierza tangencial, podrá tnms-
mitirse a toda la región ocupada por el medio
fluido [22]. En un medio granulado este meca
nismo se origina a partir de fuerzas fricciónales y
puede ^nerar distintos tipos de movimiento o
flu)0 [20, 21]. El flujo lento o cuasiestático se dis
tingue principalmente porque se mantienen en el
material altas concentraciones de gnuios y nulos,
o casi nulos, gradientes de velocidad. Esto hace
que la deformación del material sea inducida casi
exclusivamente desde la superficie y, por tanto, la
dinámica de la deformación sea bien descrita por
ecuaciones de balance de fuerza en las cercanías

de la superficie del material.

Cuando la magnitud y frecuencia de las fuerzas
tangenciales superficiales es muy grande, inicial-
mente ocurre un flujo granular lento, poste
riormente se origina un régimen de movimiento
más rápido, en donde cada partícula se mueve in
dependientemente de las demás, existe un gra
diente de velocidades no despreciable y la con
centración de granos es pequeña. En este régimen
de flujo rápido, uunbién conocido como régi
men de inercia de grano [20, 21, 23], existe una

dirección preferencial de flujo, una velocidad me
dia de bulto y, aparentemente, un movimiento
aleatorio de los granos individuales respecto al

flujo principal [10]. El problema de la transición
entre un régimen y otro es complicado y no será
discutido en este trabajo [11].

Es importante mencionar que en ambos regí
menes de flujo existen fuerzas disipativas, que
exigen la continua inyección de energía para
mantener el movimiento. En la mayoría de los
flujos granulares, una fuente importante de inyec
ción de energía es el campo gravitacional. Cou
lomb enunció hace más de trescientos años la

forma aproximada en que la presencia del campo
gravitacional origina el movimiento superficial en
un medio granulado, como una relación de pro
porcionalidad entre las fuerzas tangenciales y
normales que actúan en un elemento de material
granular [19]. La formulación de modelos más
detallados que tomen en cuenta los distintos mo
dos de disipación para cualquier régimen de flujo,
constituye aliora una de las líneas de investigación
más activas de la física. En las siguientes seccio
nes se discutirán con detalle estos aspectos, con
cluyéndose que es posible describir los flujos
lento y nípido en ciertas geometrías, así como las
limitaciones de dichos modelos.

III. La Ley de Coulomb y la Condición de
Signorini

Lii Ley de Coulomb [19], también conocida como
Criterio de Cadencia de Coulomb (CCQ [24, 25],
es la aproximación más simple de relación cons
titutiva para un materiíü granular bajo deforma
ción lenta, v relaciona linealmentc la fuerza tan-

gencial r actuando sobre la superficie de un me
dio granulado con la fuerza normal M Este crite
rio puede escribii"se como

lr| < A^/t|al-Fc = 7\^tan^lal-)-c, (1)
donde (X es el coeficiente de fricción que, como ya
se mencionó, es característico de cada material;

c es la cohesión; <f> es el ángulo de fricción interna

que se relaciona con f.i de tal manera que

//=tan^, Ya es una constante adimensional con

valores a e [-1,1].

Cuando a = ± 1 se inicia el movimiento, debido

a que la fuerza tangencial ¡guala a la fuerza fric-
cional. Los coeficientes de fricción de cada mate

rial miden el ángulo respecto a la horizontal de la
máxima pendiente estable del material. Los valo
res de los coeficientes nonnalmente varían entre

0.3 (^Sl7°), para ptirtículas esféricas lisas, y

1.5 (íJ=56°), para partículas anguladas rugosas.
Los valores de la cohesión varían desde casi cero,

para materiales secos constituidos de granos grue
sos, hasta alrededor de 50 kN para lodos arci
llosos, es decir, materiales con un alto conteni

do de humedad.

La relación (1) establece un criterio aproximado
en el que puede ocurrir movimiento superficial, o
sea, cuando la fuerza tangencial total es igual
o mayor a la suma de las fuerzas fricciónales y

cohesivas. El caso no cohesivo (c = 0) con granos
de igual tamaño, se conoce como el caso ideal y
es el más estudiado teórica y e.\periment}ümente
en la física de los medios granulados.

Se ha observado [26] que el CCC puede exten
derse al caso de flujo rápido. Por lo que es posi
ble mostrar que existen dos términos fricciónales:
uno debido al movimiento relativo entre granos
(que es función de la velocidad relativa) y otro
generado por el CCC [27, 28].

Otra forma de ejemplificar la indeterminación
en el problema del movimiento a partir de la apli
cación de una fuerza tan^ncial en el medio gra
nulado, puede verse a través de la existencia de
condiciones de no suavidad en el CCC yen lacon
sideración de que los granos en el material son rí-
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gidos. F.n este caso, la no suavidad implica la ine
xistencia ele una relación llincional entre la ve

locidad y las fuerzas de contacto o entre la distan
cia entre granos y estas fuerzas [29].

Como ejemplo de lo anterior puede considerar
se a la interacción entre dos gíranos en dos dimen

siones [30] (ver figura 1). En efecto, si v,^ es la

velocidad tangencial relativa entre los granos / y/,
T,j es la componente tangencial de la fuerza de

contacto entre ambos granos y Ni, es la compo
nente normal de dicha fuerza. Entonces el CCC

para este caso asegura que

v!j>0^t,^.=-/iN„ (2)

v;.<o=>Ti,=/í^i,
La ecuación (2) no expresa una relación funcio

nal sino condicional entre y r,, (o Ny). Ade

más, la igualdad a cero de la \'elocidad expresa
que no hay moxámiento relativo entre gíranos, a

pesar de que la fuerza tangencial puede tomar un

continuo de valores entre -^¿N,, y La desi

gualdad v¡j >0 asegura que los granos í yj se se
paran y que entonces acn'ia una fucraa nuigencial

que tirata de evitar la separación. Finalmente, la

desigualdad vC<0 asegura que los granos se

acercan uno al otro y que acti'ia una fuerza tan

gencial tendiente a favorecer el acercamiento.
La otra condición de no suaxádad se pix)duce,

para un material compuesto de granos rígidos, por
la exclusión estérica (no interpenetrabilidad de los
granos). Esta exclusión puede formularse a través
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de la Condición de -Signorini (CS), la cual expresa
que la fuerza de contacto es no nula sólo si hav
un contacto geométrico y éste puede alcanzar va

lores arbitrariamente girandes para satisfacer ia
condición de no interpenetrabilidad, esto es

d,j-0=>N,,>'0

í/^>0=>Wy = Ü. (3)
donde d,¡ es ia disrancia entre los bordes de los

gi-iUios i yj.

Nótese que al igual que en la ecuación (2), tam
poco existe en la ecuación (3) una ixilación fun

cional entre di, y N,,.
Las relaciones (2) y (3) son válidas para cada par

de granos, pur lu que la generalización a un sis
tema de granos conduce a una múltiple indeter
minación. Es conveniente mencionar que relacio

nes como las anteriores están ausentes en las

aproximaciones estándares del continuo para me
dios granulados, sin embargo, estudios recientes

muestran que el análisis de los procesos disipati-
vos y de desorden, sobre todia en flujo granular

lenco,es muy factible bajo este esquema (3UJ-

IV. Flujo lenco: dos casos particulares

El caso más simple de flujo granular, que se pue
de tratar analicicainente de manera cxvicta, ocu

rre al someter a aceleración uniforme una caja

con material granular no cohesivo en su inte
rior o cuando dicha caja es rotada alrededor de

su eje de simetría. Ambos casos pueden estu

diarse analíticamente en el régimen estacionario
(independiente del tiempo) y son claros ejem
plos de flujo lento.

En efecto, el estudio ¡uialifico del flujo laitc se

fundamenta en el CCC e implica considerar sólo

la dinámica ele la superficie libre. Por tanro, la po

sible existencia de gradientes en la velocidad no es
considerada, .^si, el caso esracionano se puede

expresar como

Vv = ü, (4)

y consecuentemente la ecuación de balance de
fuerza a lo largo de la superficie libre, la cual
fomia un ángulo í9 respecto a la horizontal, es

/3g(sin 9-/JCÍJ-Í 0) = Fb, {5)

en donde p es la densidad de bulto (considerada

constante); g es la aceleración de la gt.ave(.iad; f.i es

el coeficiente de fricción del material y ha son las
fueiraas extemas. 1.a sr>liición a esras ecuaciones y

sus propiedades para dos geomerrias específicas
se presentarán más adelante.



Flujos Lento y RApido oe un Medio Granulado: la Influencia de.

1. Movimiento uniformemente acelerado de

una caja de arena

Cuando una caja de ancho L se llena de arena

hasta una dtura H y se mueve unifonnemente en

la dirección x con una aceleración constante a, su

superficie libre, inicialmente plana, se deformará
en fijnción de la magnitud de la aceleración [28].
Este sistema se puede estudiar al utilizar la ecua

ción (5), si se considera que (Fb)x = po es la
componente de la fuerza (por unidad de volumen)

a lo largode la dirección x, y que esta fuerza con
tribuye tanto a la componente tangencial como a
la componente normal de la ecuación de balance
de ftierza. De aquí que es posible constmir una

ecuación diferencial adimensional' para la pen
dientede superficie, tan 0= dy ¡dx . La solución
para la ecuación diferencial de la pendiente es una
familia de líneas recras de la forma

. a'-p . H
(6)

donde a* indica que la aceleración del sistema se
incrementó a partir del reposo. El caso límite para

un fluido [31] se obtiene con // = ü en la ecua
ción (6), en cuyo caso la solución en forma
adimensional también es una familia de líneas

rectas, es decir.

(7)

Nótese que en un fluido para todo valor no
nulo de la aceleración siempre aparece una de-
fomiación superficial en fomia de líneas rectas
(planos inclinados en el caso tridimensional). Para
un material granular, la deformación superficial
aparece, como puede notarse a partir de la ecua
ción (6), para aceleraciones adimensionales mayo

res o iguales a La concordancia entre las medi
ciones experimentales y la teoría es excelente
(alrededor de un 3% en error) [28], lo cual es
poco común en las teorías del continuo para
estos medios.

2. Rotación eje-simétrica

Una situación similar a la estudiada en el caso

anterior se presenta cuando la caja, de ancho 27?,

se rota alrededorde su eje de simetría /• = O[32].
La ecuación adimensional para el problema esta
cionario se construye de la misma forma que en el

caso anterior, la adimensionalización z -> z/7?,

t* -> r/7? se introduce para las coordenadas espa
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ciales (zes la alnira y r es la coordenada radial) y
el número adimensional de Eroude, /*>, se define

como el cociente entre las fuerzas inercial y gra-

vitacional de manera que Fr = pQ-R/pg.
La solución a la ecuacic>n diferencial resul

tante es

1 1-1-1/= , ( \±jLt¡'yA
? (;0-z,=±—(/•-': )—, r-1 »

// p Fr \\±pFr r^J
(8)

en donde z^ es el valor de z en r = te, r<,es la dis

tancia, medida desde el centro, que separa la zo
na rígida (sin movimiento superficial) de la zona
fluidizada. En la ecuación de la superficie, el sig
no + se toma para el caso en que el número de
Froude se incrementa lentamente; mientras que el
signo - se considera cuimdo disminuye lenta
mente la velocidad del sistema. Un aspecto im-

poitante en esta relación es que el valor de Fr'

depende del valor máximo alcanzado por Fr*, lo
que significa que cuando el montón granular va
lentsimente al reposo, la deformación superfici'<tl
depende de la historia pasada.

Nuevamente, el caso límite para un fluido

newtoniano se obtiene para // = O[31], es decir.

Fr ,
zir)-Zf, =Y'"^ (9)

en donde, como en el caso anterior, siempre
existe una defonnación superficial para un

Fr^O. La deformación superficial para un mon
tón de arena y para un fluido, ambos en rota
ción, son muy diferentes pues mientras que en
el caso de un fluido ésta es parabólica, en la
arena la deformación es logarítmica. La coinci
dencia entre teoría y experimentos es también
muy buena [32].

V. Flujo rápido: aspectos generales

Se ha mencionado que en el caso de un fluido
newtoniano cualquier fuerza tangencial provoca
un flujo de fluido, al cual siempre es posible asig
nar una velocidad media v. Los esfuerzos (fuerzas
por unidad de área) generados por la corriente, en
este caso son proporcionales al gradiente de la
velocidad [31]. Qjntrairamcnte, en un medio gra
nulado con flujo rápido, los experimentos y s¡-

1. En donde la ¡icclcracióii se iiomializii por g, es decir, a'* =a/g, y las

coordenadas (.v, v) se iionnalizaii por o) anclio de la caja,o sea, .r* =x/L

yy*=y/L
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mulacioiies por computadora [23] permiten ase
gurar que los esfuerzos en el material son propor
cionales al cuadrado del gradiente del campo de
velocidades, es decir,

r=;0(Vv)2, (10)

en donde r es la magnitud del esfuerzo generado
por el material debido a la acción de la fuerza tan

gencial que genera el flujo, y y? es una constante
dimensional (con las unidades adecuadas para que
la parte derecha de la ecuación tenga unidades de
esfuerzo, i. e., unidades de presión) que depen
de del material. Sin embargo, existen severas
controversias en torno al origen micromectinico
de esta forma del esfuerzo [11, 23, 28]. En un
trabajo reciente [28] se ha propuesto que, en el
caso estacionario, una fuerza friccional entre gra
nos individuales proporcional al cuadrado de su
velocidad relativa, produce justamente un esfuer-.
zo proporcional al cuadrado del gradiente del
campo de velocidades.

De este modo, para flujo rápido cerca de la

superficie libre, el conjunto de ecuaciones si

milares a las formuladas en la sección IV, to

man ahora la forma

Vv?i O,

pgz {sinO-pcosO) - ¡3
ov

\d2

(11)

(12)

en donde la ecuación (12) expresa el balance de

esfuerzo a lo largo de la zona stiperflcial y z es la
coordenada normal a la superficie libre. Es con
veniente mencionar que el uso de esta ecuación

para sistemas con rotación horizontal reproduce
adecuadamente la deformación superficial bajo
flujo rápido [33].

VI. Otro modelo para flujo granular

Recientemente se ha propuesto un modelo basado

en argumentos matemáticos, el cual se asume co

mo válido tanto para la deformación cuasiestática
como para la deformación rápida de un medio
granulado no cohesivo [34, 35, 36]. La importan
cia de este modelo radica en su amplio uso en
aplicaciones tecnológicas [36], por lo que son re
comendables algunas pruebas de su validez re

al. Concretamente, este modelo se sustenta en

un conjunto de ecuaciones que expresan la
conservación de la masa y del ímpetu. En par

ticular, para la conservación de la masa se su
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pone que la densidad p es constante, lo cual

implica que

V-v=0, (13)
donde v es el vector velocidad.

La conservación del momento se obtiene al su

poner que los medios granulados se comportan
como materiales rigidoplásticos, por lo que se en
cuentra, en notación tensorial, que

dv.
/m

dx.
• + Pgi, (14)

donde v/ es la componente /-ésima del vector ve

locidad; x„i es la componente /^/-ésima del vector

de posición, y b„, es el tensor de esfuerzos. Los

subíndices / y m toman los valores /, m = 1,2,3
correspondientes a las coordenadas del espacio

tridimensional. Para un material rigidoplástico t¡„,
es de la forma

= cr +

ky
Im

(15)

En esta relación constitutiva a es el esfuerzo

medio; k es una constante característica del mate

rial de la forma k = -Jl sin (p (donde (p es el án
gulo de fricción interna); <5/„, es el tensor identi

dad; yi„, es el tensor razón de deformación (cuya

forma se da más abajo) y |/| es la norma eucli-
diana del tensor razón de deformación. Este últi

mo tiene la forma

/ Im
Pv, í?V„

r?.r„, ¿>x,
(16)

en donde V/ denota la /-ésima componente del
campo de velocidades; el signo menos no es usual
pero es en principio adecuado, pues se conside
ra que el medio granulado no soporta esfuer

zos extensivos.

Es posible aplicar este formalismo al problema
de la rotación axisimétrica de un montón de are

na. fin efecto, al usar la simetría del problema es

fácil mostrar que \y\ =0 [38]. Esto lleva inme
diatamente a una indeterminación en el tensor de

esfuerzos (ecuación (15)) y consecuentemente a la

imposibilielad de describir el tlujo lento con
esta simetría. Más adelante se verá que este

modelo tampoco es adecuado para entender el
flujo granular rápido en tolvas. Esto advierte, a

través de este caso particular, sobre el hecho de
c|ue el rigor matemático no sustituye a la física
del problema.
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VII. Flujo rápido en una tolva

Las tolvas son sistemas de almacenamiento de

gnmos mediciiiíiles, industriales o alimenticios.
Sin embargo, durante el vaciado del material gr.i-
nular estos sistemas a menudo presentan serios
problemas, generados por los esfuerzos que du
rante el flujo pueden destniir una parte impor
tante del material e incluso pueden alterar la esta
bilidad de las estructuras dentro de las cuales es-

hin contenidos fl, 2, 3, 4, 5, 6J.
En esta sección se destacarán las principales

propiedades del flujo granular en tolvas, que a
menudo es rápido y geométricamente muy com
plejo, pues el flujo abarca la superficie libre y la
parte central en el interior del material. En esen

cia, la estructura de las zonas de flujo depende de
la inclinación de Ivis paredes y la fricción entre los
granos y paredes de la tolva. Además, este tipo de
flujo puede dar origen a patrones temporales
de densidad y presión muy complejos.

1. Fractales en la presión y la densidad

El flujo en tolvas es uno de los problemas más
complicados de los medios granulados, en él se
conjugan la existencia simultánea de grandes va
riaciones en la densidad, corriente y presión. Las
variaciones en la densidad pueden dar origen, por
un lado, a flujo caótico y, por otro, a las llamadas
ondas de densidad u ondas de choque [37,39].

Las ondas de densidad son variaciones que via
jan a lo largp de las tolvas (liacia arriba o hacia
abajo) [39] y su efecto neto es la transmisión de
esfuerzo. En muchos casos ésta es realmente

grande, y debido a ello las estructuras pueden su
frir deformaciones intensas e incluso rupturas. La
presión efectiva durante el vaciado de la tolva tie
ne dos componentes principales: la presión cau
sada por el peso del material granular y otra debi
da al esfuerzo generado durante el flujo. Ambas
presiones no son conocidas con e.xactitud y en la
actualidad se han empezado a estudiar tanto teó
rica [36,40] como experimentalmente [41].

Desde el punto de vista teórico, es posible ob
tener alguna información de uno de los modelos
más usados desde el punto de visra técnico [36].
En efecto, una de las principales características de
las ecuaciones rigidoplásticas tratadas anterior
mente (ecuación (15)), es que para el problema del
vaciado de tolvas aparecen inestabilidades tempo
rales, las cuales dependen del tamaño característi
co de la tolva (¿), de la velocidad característica del

VOL NtiMEHO Ooa. JULIO 1«QT

flujo [If), y de la aceleración de la gravedad (g).
De esta manera, los tiempos asociados con las
inestabilidades son [34, 33]

1 U 1

'•"t/ f/"''8~ JV
(17)

en donde./! v fi son las frecuencias asociadas con

los tiempos t\ y respectivamente. Con estas

cantidades es posible constmir un número adi-
mensional de la forma

n^ =7-, (18)

el cual relaciona la energía cinética del flujo con
su energía potencial. Para muchos sistemas in

dustriales es posible establecer valores (órdenes
de magnitud) de los tiempos característicos y del

número/í [34]. En dichos sistemas (/5 3.0 cm/s,

Z, =300 cm y por tanto b-lO^ s y s y
este último valor revela el import5inte pa

pel que juega la energía potencitil y la gravedad en
favor del flujo granular.

La búsqueda experimental de las frecuencias
características es posible realizarla al analizar
las señales fluctuantes de la presión o de la
densidad de número (número de granos por
unidad de área) la cual, en lo que resta de esta
sección, llamaremos genéricamente como den
sidad. No obstante, estudios recientes realiza

dos en laboratorio han mostr-ado que ni la pre
sión [41], ni la densidad [42, 43[, contienen fre
cuencias características.

El método estándar para realizar la búsqueda de
las frecuencias asociadas con la cantidad F(/)
(donde V{t) es la presión o la densidad) es co
múnmente realizada mediante el cálculo del es

pectro de potencia, S{f), de dicha cantidad. Di

dependencia explícita en la frecuencia, / aparece
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porque S{f) a \V{f) \ y | V[f) \ es la norma de
la transformada de Fourier de. F(/) [44], Desde el
punto de vista fisico, el espectro de p<irencia pro
porciona información sobre las coiTelacioncs

tempoi"ales de V{l) y sobre la naturaleza del ruido
asociado con las fluctuaciones. En particular,
atando los experimentos permiten asegurar que
S{f) - cíe. se dice <¡ue V{t) contieite ruido blanco.
Los experimentos en tolvas sugieren una dináini-
ca mucho más compleja para el tlujo granular, si
se considera que el espectro de potencia para la
presión ypai'a la densidad esde la foima [41,42,43]

Si/-) {«/") ó \/r. (19)

En el caso de la presión se sabe que 1.48Sa^2.3

[41], aunque esta variación en a es debida -a que
en los experimentos se usaron diferentes materia
les. Para un mismo tipo de material (canicas esfé
ricas njgosas) la densidad dentro de la tolva fluc-

nVa de manera que a = 1.32, y para la densidad
fuera de la tolva las tluctuaciones producen un

valor de a = 1 [42, 43]. Esta forma del espectro
de potencia (ecuación (19)) implica que existe una
correlación de largo alcance entre los valores de la
presión (o de la densidad) a distintos tiempos, y
que además no existen frecuencias características
asociadas con estas cantidades. Con ello se prueba

la incapacidad de los modelos rigidoplásticos para
describir adecuadamente la dinámica del flujo

granular y lo complejo de éstti.
Es posible mostrar [44, 45, 46] que la dimen

sión fcactai, D, de la señal V{i) se calcula al cono
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cer el viilor de a en el espectro de potencia. La
correlación que relacitjna ambas cantidades es, si

y sól<j si a 1,

D-2.5-a. (20)

La dimensión fractal correspondiente a la pre

sión fluctúa entre 1.485£/)<1.76, para distintos

materiales, mientras que para la densidad dentro

de la tolva la dimensión es Z) = 1.84 [42, 43]. En
la figura 2 se muestran las fluctuaciones típicas
en la densidad y su espectro de frecuencia corres

pondiente, justfj a la salida de tolvas rectangulares
durante el lUijo granular. Nótese que existe un
valor meiüo tem[xjia[ bien definido para la densi
dad de luimeio, lo cual indica que el tlujo de gi-a-
nos es constantci esta es la principal propiedad de,

por ejemplo, los relojes de arena, .^gunas simula
ciones basada en la dinámica molecular predi

cen valores para a mayores que los encontrados

en los experimentos {a = 2.7) [47].

Es importante mencionar que resultados simila
res también han sido encontrados en el flujo gi'a-
nularen tubos verticales (48, 49, 30].

2. Analogías entre el fluio en una tolva y el
tránsito vehicular

El flujo dentro de las tolvas también tiene muchas

analogías con el flujo de vehículos en carreteras

[37, 51, 52, 53, 54|. En lo.s sistemas vehiculares
aparecen, bajt; dotenninadas condiciones de tráfi
co, varivicione.s en la densidad que pueden despla
zarse a lo largo de lacarrerera. Dependiendo de la
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naturaleza de las nuctiiacioncs y de las caracterís
ticas de su desplazamiento, se puede liablar de
ondas de densidad, flujo laminar y flujo caótico.
La propiedad principal de las fluctuaciones en la
corriente (definida como velocidad por densidad)
en las ondas de densidad, es que su espectro de

potencia contiene mido/ en el flujo laminar la
corriente no contiene ruido y en el flujo caótico
las fluctuaciones en la corriente obedecen a ruido

blanco. Esto, de acuerdo a los resultados e.xperi-
mentales discutidos en la sección anterior, es se

mejante a lo que ocurre en el flujo granular en

tolvas, y tal vez los modelos elaborados para flujo
de vehículos también son adecuados para el
flujo granular en tubos y en tolvas.

Con el fin de motivar el estudio de esta posible

conexión, se discuten las principales bases de es

tos modelos. En la aproximación del continuo,
para flujo de vehículos en una dimensión

(dirección .t), se considera la posibilidad de varia
ción de la densidad en el espacio y en el tiempo a
través de la ecuación de consemación de la masa

dp ^(pv)
¿>t dx

0. (21)

De igual modo, es posible formular una
ecuación para la conservación del momento de

la forma

dv dv

~dt^^Yx.V

(1/ ^ ^ (00)=/76-(K„-v)-C„—(--)

En esta ecuación s, Vo, Co y p son parámetros
físicos asociados con las propiedades específicas

del tránsito. Por lo que s está asociado con el

tiempo característico de frenado y aceleración; Vo
es la velocidad característica asociada con el valor

de máxima seguridad; Co es la variancia de la ve

locidad promediada sobre la distribución de velo

cidades y p es un coeficiente de viscosidad.
Los términos del lado derecho de la ecuación

(22) tienen, cada uno, un significado preciso du

rante el tráfico. El primero expresa la tendencia
del tráfico, a una densidad dada, a relajar a alguna

velocidad natural promedio Vo{p). A bajas densi
dades esta rapidez es determinada por las condi

ciones del camino y los límites de velocidad, y

depende débilmente de p. A altas densidades,

^o(p) tiende a cero, y también depende débil

mente de p. A densidades intermedias Eo(p) de
cae rápidamente debido al hecho de que a altas
densidades de tráfico es difícil para los conducto
res rápidos superar a los conductores lentos. El

segundo término es un factor de anticipación: los
conductores fren.tn debido a un incremento en la

densidad en el frente. Finalmente, el tercer térmi

no modela la viscosidad o la difusión, debida a

que los conductores tienden a ajustar la velocidad
a aquella del tráfico que los rodea. Es fácil ver
que estas condiciones de flujo son satisfechas por
el flujo granular, aunque aquí el término Vo es una
función de la frecuencia de las colisiones.

Las ecuaciones anteriores para flujo de vehícu
los contienen información de la naturaleza gra
nular del flujo y dan titmbién origen a patrones de
densidad con flujo laminar, caótico y con ondas
de densidad [37]. Es importante hacer notar que

las ecuaciones (21) y (22), mediante el análisis
de las fluctuaciones con modos normales (en la

aproximación de onda larga), dan origen a ecua
ciones de Korteweg-de Vries las cuales describen

solitones, es decir, ondas viajeras no disipativas
que permanecen en el tiempo y en el espacio en
medios disipativos [55]. Debido a ello, es posible
conjeturar que las ondas de densidad pueden ser
descritas en forma de solitones [54]. Todas estas

conjeturas pueden ser adecuadamente orientadas
por medio de experimentos, esto es un programa
que actualmente está en proceso.

Conclusiones

Se ha presentado una revisión del trabajo teórico

y experimental realizado hasta aliora para enten
der los flujos lento y rápido en una caja. Un avan

ce interesante en el estudio del flujo granular
lento consiste en que éste es posible abordarlo

analíticamente mediante ecuaciones de balance de

fuerza, con lo que se obtiene una buena coinci
dencia entre teoría y experimento. Dos elementos
esenciales para el éxito de estos modelos es la

adecuada inclusión de los términos de fricción y
de campo externo (gravedad). En el flu)0 granular
rápido, inducido por gravedad en una tolva, ocu
rren fluctuaciones importantes en la densidad, en
la corriente y en la presión, las cuitles sugieren una
dinámica compleja. Tal vez es posible formular
un adecuado modelo teórico para estos sistemas,
con baseen las teorías para flujo vehicular, el cual
presenta a nivel teórico y de campo fenómenos
muy similares a los del flujo granular en tolvas.
Es necesaria una e.xhaustiva investigación de las
dilerencias y semejanzas entre ambos flujos, para
adecuar los modelos de tránsito vehicular al flujo
granular en tolvas. M
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